Grafelmélet

,graf” — matematikai modell bizonyos feladatok megoldasara
PIl. 1. dthalézat, melyik a legrévidebb at két pont kozott
2. Konigsbergi hidak problémaja

3. Adottak munkafazisok és ezek kozotti fliggbségek (Y nem
kezd6dhet meg, amig X be nem fejez6dott).

4. El6fordulhat-e, hogy egy 5 f6s tarsasagban mindenkinek 3 baratja
legyen?

Nemiranyitott / irdnyitatlan
grafok (graf neorientat /
undirected graph)

https://www.pbinfo.ro/articole/810/grafuri-neorientate

Ert. A G = (X, U) halmazpart nemiranyitott grafnak nevezziik, ahol:

X — a cslicsok / csomdpontok halmaza (csucs — varf, vertex;
csomoépont — nod, node)

U — az élek halmaza, melynek elemei az X kételem(i részhalmazai
(él — muchie, edge)

Altaldban a csomdpontokat 1-t6l n-ig terjedd egész szamokkal
cimkézzik, ahol n = | X|, az éleket pedig [x,y], {x,y} jeloléssel irjuk le, ahol
X és y csomodpontok.

Egyszer(i graf: két csomdpont kozott legfeljebb egy él lehet és nincsenek
hurokélek — bucle (azaz egy csomdpontbdl 6nmagaba mené élek).


https://www.pbinfo.ro/articole/810/grafuri-neorientate

Ert.

e A.m.h. (“azt mondjuk, hogy”) az x és y csucsok szomszédosak, ha
|étezik az {x,y} él (ami ugyanaz, mint az {y,x} él) (adiacent,
adjacent).

o A.m.h egy csomoépont illeszkedik egy élre, ha eleme annak, mint
halmaznak. Tovabba ekkor ez annak az élnek egy végpontja.
(incidenta)

o A.m.h. két él illeszkedik egymasra, ha van kdzos végpontjuk.

Példa:
G=(XU), X={1,2,3,4,5,6,7}
U={[1,2],[23],[1,3], [34], [56] }
(rajz)

Ert. Egy csomdpont fokszama a vele szomszédos pontok szamat jelenti
(graf, degree). Jel. d(x)

Meg;j.

e Egy csomopont fokszama 0-tél | X|-1-ig valtozhat.
e Egy 0 fokszdmu csomdpontra a.m.h. izoldlt
e Egy 1fokszamu csomdpontra a.m.h. termindlis

Tétel: Egy iranyitatlan grafban a fokszamok 6sszege az élek szamanak
kétszerese.

Koévetkezmények: (1) a fokszamok 6sszege paros; (2) a paratlan
fokszdmu csomépontok szdma paros.

Nemiranyitott grafok abrazolasa (memdariaban)
1. Ellistaval (Id. az el&bbi példat): kell a csomépontok szama + az
élek listaja (lista de muchii)



X={1,2,3,4,56,7}
U={[1,2],[23],[1,3], [3,4], [5,6] }

2. Szomszédsagi matrix-szal (matrice de adiacenta)
Ha n csomdpont van a grafban, akkor a szomsz. matrix n x n-es
és azi. sorj. oszlopaban levé elem megmondja, hogy i ésj
csomoépontok szomszédosak-e (1-ha igen, 0 ha nem)

110000
010000
101000
010000
000010
000100
000000O0
Ez a matrix szimmetrikus a f6atléra nézve.

O OO o r o

3. Szomszédsagi listakkal (liste de adiacenta)
Minden csomdpont esetén eltdroljuk, hogy kik az 6 szomszédai
(felsorolva Gket).

02,3

: 3,1

:1,2,4

3

6

5

NSouhswnNe

Kérdés: Hany n-pontu nemirdnyitott graf Iétezik (a pontjai {1,2, ... n})?
(rajz)

Gyakorlatok:
1. Rajzoljuk le azt a grafot, melynek szomszédsagi matrixa:
010111
100010

000000O0



Rész-

100001
110001
00110

[

:2,4,5,6
:1,5

:1,6
:1,2,6
:1,4,5

irjuk le a szomszédsagi matrixat annak a 8 pontu
grafnak, melynek élei:

[1,2], [2,4], [4,3], [4,5], [1,5], [7,8], [6,2], [3,5]
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és algrafok

Egy G = (X,U) graf részgrafjanak (graf partial) neveziink egy olyan
G’ = (X, U’) grafot, mely esetén U’ részhalmaza U-nak.

Egy G = (X,U) graf algrafjanak (subgraf) neveziink egy olyan

G’ = (X, U’) grafot, mely esetén X’ részhalmaza X-nek és

U’-ben megvan az 6sszes olyan él, ami G-ben az X’-ben

levé pontokra illeszkedett (vagyis csak azok az élek

hidnyoznak, amik a térolt pontokra illeszkedtek).



Egy G = (X,U) graf komplementere az a graf, amiben a
csomopontok ugyanazok és pont azok az élek vannak
meg benne, amik az eredetiben nem voltak.

HF. Egy n ponttal és m éllel rendelkezé grafnak hany részgrafja
és hany algrafja van (az el6bbi definicidk szerint)?

2™ részgrafja van
2"-1 algraf (mert az Gres nem j6)

Tovdbbi megnevezések:

“Teljes graf” (graf complet) — minden lehetséges él megvan
benne.

Jel. Kn—az n pontd teljes graf (éleinek szdma: comb(n,2))

“UOres graf” (graful null) — nincsenek élei

,regularis/szabalyos graf” — minden pontnak ugyanannyi

a fokszama

»paros graf” — olyan graf, melyben a csomépontok két halmazba
oszthatdk (particionalhatdk) ugy hogy a graf minden éle az egyik
csoporttdl a masik csoport valamelyik csomdpontja felé megy
Lteljes paros graf” — olyan paros graf, amiben minden lehetséges
él be van huzva

Séta, vonal, Ut, 0sszefliggdség

,Seta” —csomopontok sorozata, ahol két
egymas melletti csomodpont szomszédos a
grafban (RO: lant)

PI.




Lehetséges sétak:
15 (vonalis, tis)
1 (vonalis, utis)
1541542 3 (nemvonal, nem ut)
154 2 3 (vonalis, utis)
4 15 4 2 (vonalis, nem ut)

,vonal” — olyan séta, amiben nem ismétlédnek élek (RO: lant
simplu)

,ut” — olyan séta, amiben nem ismétlédnek csomépontok (RO:
lant elementar)

,zart vonal” — olyan vonal, amiben az els6 és utolsé csomdpont
megegyezik (RO: ciclu)

yzart at” (kor) — olyan at, amiben az elsé és utolsé csomdpont
megegyezik (ilyen ezt nem vessziik ismétl6désnek) (RO: ciclu
elementar)

“kérmentes graf” — graf, amiben nincsenek kérod (RO: aciclic)

Euleri és hamiltoni graf

III

Egy vonalat ,Euler-vonal”-nak neveziink, ha a graf minden élét
pontosan egyszer tartalmazza.

Egy grafot ,euleri’-nek neveziink, ha van benne ZART Euler-
vonal.

Egy ut ,,Hamilton-ut”, ha a graf minden pontjat pontosan egyszer
tartalmazza.

Egy graf “hamiltoni”, ha van benne Hamilton-KOR.

Osszefligg8ség

Egy graf 0sszefliggb, ha barmely két pontja kdzott van legaldabb
egy séta (barmely pontbdl barmely pontba el lehet jutni).



Osszefiigg6 komponensnek hivunk egy olyan maximalis részt a
grafbdl, ami 6sszefliggé (maximalis, azaz nem bévithet6 tobb
ponttal).

(példak a rajzon)

Kétszeresen/duplan 6sszefliggé komponens: olyan maximalis
része a grafnak, amely 6sszefliggd és ha barmely csomépontjat
kitoroljik (az éleivel egyiitt), még mindig 6sszefliggé marad.

Grafok sajatossagaira vonatkozo tételek:

Fak

Tétel (Euler): Egy G graf euleri akkor és csak akkor, ha 6sszefliggd
és minden csomépont fokszama paros. (bizonyitas +pontért)
Tétel (Dirac): Ha egy n >= csomépontbdl allé grafban minden
csomoépont fokszama >= n/2, akkor a graf hamiltoni. (bizonyitas
+pontért)

Ertelmezés: fanak neveziink egy dsszefiiggs kdrmentes grafot.
Gyokeres fanak neveziink egy olyan fat, amiben kijel6ltiink egy
csomopontot (a gyokeret)

Tulajdonsagok:

Ert:

Egy n pontu fanak n-1 darab éle van. (biz. Indukcié n szerint.)
Ha egy fabdl barmelyik élet kitoroljik, akkor az mar nem lesz
Osszefliggd.

Erdének neveziink tobb fat, azaz egy kdrmentes grafot (mert
ennek minden 6sszefliggd komponense fa).
Egy graf olyan részgrafjat, ami fa, részfanak nevezziik.

GyoOkeres fakkal kapcsolatos fogalmak:

,8yokér” —a kiinduldpont, ennél fogva ,fliggesztettiik fel” a fat
,52016” — az a pont, ami a gyokér felé vezet6 Uton kozvetlenil az
aktualis utan van (a gyokérnek nincs sziilGje).



e ,Gyerek”, kozvetlen leszarmazott” — kézvetlenil az aktualis
pont alatt levé pontok

e  Leszarmazott” — az aktualis pont alatt levé pontok (gyerekek,
gyerekek gyerekei stb.)

o ,0Os” —gyokér felé vezets Gton levé csomodpont (sziild, sziilé
sziil6je stb.)

e ,levél” —olyan pont, aminek nincs leszarmazottja

o testvér” —olyan pont, mellyel k6z0s sziil6je van az aktualis
pontnak

e, szint” —egy pont tavolsaga a gyokértdl

e Afa,mélysége” —alegnagyobb tavolsag a gyokértdl

e atmérd” —a legnagyobb tavolsag két pont kozott

Gyakorlatok

e Hany élet kell torolni egy n pontu teljes grafbdl ahhoz, hogy fa
legyen? Vélasz: komb(n,2)-(n-1)

o Legfeljebb hany 6sszefliggd komponense van egy 8 pontbdl és
12 élbdl allé grafnak és miért? (max 3 db, mindig a lehet6
legtobb élt célszer(i elhasznalni egy-egy pont , bedldozasakor”

e Egy grafnak van 50 pontja és 18 éle. Milyen hatarok kozott
valtozhat az 6sszefliggé komponensek szdma?
[32, 44] metsztve N

Részfa:

e Egy fabeli pont részfaja az az algrafja a fanak, amiben megtartjuk
csak ezt a pontot és a leszarmazottait.



Gyokeres fak abrazolasa memoariaban:
e Abrazolhaté, mint graf + megjegyezziik, hogy ki a gydkér.
e Leszdrmazott-listak (Reprezentarea prin referinte descendente):
Pl. rajz

e Apak tombje / Gsvektor (vector de tati): minden pontra
lementjik, hogy ki az 6 sziilGje (a gyokér esetén valamilyen
specialis értéket hasznalunk, pl. 0 vagy -1)

Részfa

e Egy graf ,részfajanak” neveziink egy olyan részgrafot, ami fa.

Feladatok:

varl, var2, var3ll.2, Var4, var5.1l.1, var5.11.3., var7.1l.1, var7.11.4,
varl0.11.3, var 12.11.2,

Majd az irdnyitottnal: var3Il.1, var8.I.4, var9.1l.4 , var11.1l.1,

HF (keddre): var6.Il.2, var8.I1.1, var8.11.2, var10.11.4, var12.Il.1

HF. Péntekre: var13.1l.1,



Grafok bejarasa

,bejards” — felsoroljuk a pontokat valamilyen el6re megadott
szabaly / sorrend szerint

Szélességi bejaras (Breadth First Search /
parcurgere in latime)

Adott kiinduldpontbdl kezdiink, melyet kezdetben egy varakozasi
sorba (sor == queue) teszlink.

Minden |épésben ,meglatogatjuk” a sor elején levé elemet:
kivessziik 6t a sorbdl és betessziik a sor végére a szomszédait.

Az algoritmus megall, ha elfogytak az elemek a sorbdl.

Megjegyzések:

Csak azok a csomépontok lesznek meglatogatva, akik ugyanazon
Osszefliggé komponensben vannak a kiinduléponttal.

A pontok megjelenésének sorrendje a kiindulé ponttdl mért
tavolsaguk szerinti sorrend (tavolsag == hany élen kell keresztil
menni, hogy a kiinduld pontbdl eljussunk hozza).

Mélységi bejaras (Depth First Search, parcurgere in
adancime)

Elindulunk a kezdépontbdl, addig megyiink elére, amig tudunk
(amig vannak még nem latogatott pontok), kézben egy verembe
tessziik azokat a csomdpontokat, amiken atmentiink.

Amint nem lehet tovabb menni, visszatérink (a veremben el6z6
elemre), és innen prébaljuk meg Uj dgon folytatni a bejarast.

Ha nem lehet mar folytatni, ismét visszatériink és igy tovabb,
mig a verem ki nem ardl.



Iranyitott grafok (graf orientat
/ directed graph / digraph)

https://www.pbinfo.ro/articole/509/grafuri-orientate

Ert. A G = (X, U) halmazpart irdnyitott grafnak nevezziik, ahol:

X —a csuicsok / csomdpontok halmaza (csucs — varf, vertex;
csomdpont — nod, node)

U — az élek / ivek (arce) halmaza, melynek elemei az X elemeibdl
alkotott szamparok

Altaldban a csomdpontokat 1-tSl n-ig terjedd egész szamokkal
cimkézzuk, ahol n = |X], az éleket pedig (x,y) jeloléssel irjuk le, ahol x és
y csomdpontok.

Egyszer( graf: két csomodpont kozott legfeljebb egy két él lehet, egy oda,
egy vissza, és nincsenek hurokélek — bucle (azaz egy csomépontbdl
6nmagaba mend élek).

Ert.

e A.m.h. (“azt mondjuk, hogy”) az x és y csucsok szomszédosak, ha
|étezik az (x,y) él, vagy az (y,x) él, vagy mindkett6.

o Az (x)y) élnek x a ,kezd6pontja” (kiinduldpontja), y a
,égpontja”.

Példa:
G=(X\U), X=11,2,3,4,5, 6}

U=1{(1,2) (2,1),(1,3), (3,4), (4, 1), (4,6), (54) }


https://www.pbinfo.ro/articole/509/grafuri-orientate

Fokszamok:

Ert. Egy csomdpont bejovs fokszama / , befoka” azon élek szamat jelent,
akik ide érkeznek (tehat 6 a végpontjuk). RO: grad interior, in-degree

Ert. Egy csomdpont kimend fokszama / , kifoka” azon élek szamat jelenti,
akik innen indulnak (tehat 6 a kezd6pontjuk). RO: grad exterior, out-
degree

Meg;j.

e Egy csomopont be- és kifoka 0-tél | X|-1-ig valtozhat.
e Egy 0 fokszamu csomdpontra a.m.h. izolalt

Tétel: Egy iranyitatlan grafban a bejové fokszamok 6sszege egyenlp az
élek szamaval. A kimené fokszamok 6szege szintén egyenl6 az élek
szamaval.

Iranyitott grafok dbrazoldsa (memoridban)
1. Ellistaval (Id. az el&bbi példat): kell a csomépontok szama + az
élek listaja (lista de muchii)
X=1{1,2,3,4,5,6}



U=1{(1,2),(23),(3,2),(56) }

2. Szomszédsagi matrix-szal (matrice de adiacenta)
Ha n csomdpont van a grafban, akkor a szomsz. matrix n x n-es
és azi. sorj. oszlopaban levé elem megmondja, hogy i-bél j-be
van-e iv (irdnyitott él) (1-ha igen, 0 ha nem).

010000 (sorindex — kiindulé pont)
001000 (oszlopindex — végpont)
010000

000000

000001

000000

Ez a matrix nem feltétleniil szimmetrikus a féatlora nézve.

3. Szomszédsagi listakkal (liste de adiacenta)
Minden csomdpont esetén eltdroljuk, hogy kikbe indul innen él
(hol van a végpontja azoknak az éleknek, amiknek 6 a
kezd6pontja).

NouswnNne

Kérdés: Hany n-pontu irdnyitott graf Iétezik (a pontjai {1,2, ... n})?
(rajz)

27V(n,2)

Gyakorlatok:



3. Rajzoljuk le azt az irdnyitott grafot, melynek szomszédsagi

matrixa:

010101
100000
000100
100001
100000
100110

irjuk le a szomszédsagi listakat!

1:.2,4,6
2:1
3:4
4:1,6
5:1
6:1,4,5

4. frjuk le a szomszédsagi matrixat annak a 8 pontu
irdnyitott grafnak, melynek élei:

(1,2), (2,4), (4,3), (3,4), (4,5), (1,5), (7,8), (6,7)
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Sajatos grafok:

Séta,

Teljes graf: barmely két pont kdzott van benne él legalabb az
egyik irdnyban. (Mas helyeken: akkor teljes ha minkét iranyban
van él a pontok kozott.)

Turnégraf (graf turneu): barmely két pont kdzott van él pontosan
egy iranyban.
vonal, ut

Séta (drum): pontok sorozata, két-két pont kozott él van (fontos
az irdnyitasa is)

Lanc (lant): pontok sorozata, ahol két-két egymas melletti pont
szomszédos, de az élek iranyitasat nem figyeljik

Vonal: séta, amin nem ismétlédnek élek (drum simplu)
Uj: séta, amin nem ismétlédnek pontok (drum elementar)
Zart vonal — circuit

Zart ut / kor — circuit elementar

Egy Ut hossza = az 6t alkoto élek szdmaval.

Pl.séta:245145

Lanc, de nemséta: 541
Vonal:24 514
Ut:2451

Zartat (kor): 4514



Osszefligg6ség

e Er6sen Osszefliggé komponens (tare conex): tetszéleges A,B
pontjaira van Ut A-bdl B-be és B-b4l A-ba is.

e Gyengén 6sszefliggd komponens: ha elhagynank az
irdnyitasokat, akkor a megfelel6 nemiranyitott grafban
Osszefliggbek lennének.

PI.
o o Er6sen Osszefligg6 komponensei: {1,3,4}, {2},

{5,6,7,8}.

o o a o Az egész graf gyengén Oszefligg6.

Hamiltoni graf:

e Van olyan (iranyitott) kor, amely pontot pontosan egyszer
tartalmaz.

Euleri graf:

e Van olyan zart vonal (iranyitott), amely minden élet pontosan
egyszer érint.

o Tétel: egy irdnyitott graf euleri, ha minden pont kimend
fokszama egyenld a bejové fokszamaval.

Feladatok:
var3ll.1, var8.11.4, var9.11.4 , var11l.ll.1,



Feladatok: (iranyitatlan és iranyitott vegyesen)

varl4.ll.1, varl5.11.1., varl6.1l.1, varl7.1l.1, var18.1l.1 + altaldnositas,
var20.11.1, var21.11.2, var22.11.4, var23.11.3, var24.11.1, var24.11.2,
var25.11.2, var26.11.1, var26.11.2, var27.11.1, var27.11.2, var28.11.1,2,
var29.11.1,2; var30.11.1,3; var31.11.1,2; var32.1l.1



